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हारा के त्रिभजु और त्रिक  

हरगोपाल आर 

 

मुख्य शब्द : संख्याएँ, ज्याममति, त्रिभुज असममका, वगों का योग, घािों का योग 

 

भले ही संख्याओं की दनुिया और ज्यामिनि की दनुिया अलग-अलग ददखाई देिी है, लेककि इिके 
बीच कई आश्चययजिक सम्बन्ध हैं। यूक्ललड की पुस्िक एलीिेंट्स िें ऐसे बहुि-से आकर्यक 
सम्बन्धों का उल्लेख मिलिा है जो इि दो दनुियाओं को जोड़िे हैं। 

एक प्रमसद्ध सम्बन्ध इस प्रकार है : यदद a, b, c  िीि धिात्िक संख्याएँ हैं, िो a, b, c िाप की 
भुजाओं वाले एक त्रिभुज की रचिा िभी की जा सकिी है, जब इििें स ेकोई दो संख्याओं का 
योग, िीसरी संख्या से अधधक हो, यािी,  𝑎 +  𝑏 >  𝑐, या  𝑏 +  𝑐 >  𝑎 या 𝑐 +  𝑎 >  𝑏 

एक और प्रमसद्ध सम्बन्ध : जब दो संख्याओ ंके वगों का योग ककसी िीसरी संख्या के वगय के 
बराबर होिा है, िो इिस ेबििे वाला त्रिभुज सिकोण होिा है। अर्ायि, यदद a, b, c भुजाओं वाले 
एक त्रिभुज के मलए 𝑎2  +  𝑏2  =  𝑐2 हो िो भुजा c का सम्िुख कोण एक सिकोण होिा है। 

िैंिे इस सम्बन्ध को ध्याि िें रखिे हुए, एक सिीकरण 𝑎𝑛  +  𝑏𝑛  =  𝑐𝑛 का, धिात्िक पूणाांकों 
िें हल खोजिे की सिस्याओं के बारे िें सोचा, जहाँ 𝑛 एक ऋणात्िक पणूाांक है। उदाहरण के 
मलए :  

• यदद 𝑛 =  −1 है, िो यह सवाल बििा है : कक ककि धिात्िक पूणाांकों a, b, c के मलए 
निम्ि सिीकरण सही होगा कक 1

𝑎⁄  +  1 𝑏⁄  =   1
𝑐⁄  ? 

• यदद 𝑛 =  −2 है, िो यह सवाल बििा है : कक ककि धिात्िक पूणाांकों a, b, c के मलए 
निम्ि  सिीकरण सही होगा कक 1

𝑎2⁄  +  1 𝑏2⁄  =   1
𝑐2⁄  ?  

और इसी िरह 𝑛  के अन्य ऋणात्िक िािों के मलए भी सवाल सोचे जा सकिे हैं। 

आइए, हि उपरोलि दो क्स्र्नियों पर अधधक गहराई से ववचार करिे हैं। 

पहली स्थिति  𝑛 =  −1 : सिीकरण 𝑎𝑛  + 𝑏𝑛  =  𝑐𝑛 िें 𝑛 का िाि रखिे पर, सिीकरण 



 

                    c        ha            b 

        

  a 

1
𝑎⁄  +  1 𝑏⁄  =   1

𝑐⁄   मिलिा है। 

 

स्पष्टीकरण के त्रबिा, िैं मसर्फय  उपरोलि सिीकरण का हल दे रहा हँू लयोंकक िेरी रुधच दसूरी 
क्स्र्नि 𝑛 =  −2  के बारे िें बाि करिे िें ज़्यादा है। दसूरी क्स्र्नि िें प्राप्ि सिीकरण का हल 
ज्यामिनि के मलहाज़ से अप्रत्यामिि  और आश्चययजिक है। 

यहाँ 𝑛 =  −1 के मलए कुछ हल ददए गए हैं : 
(𝑎, 𝑏, 𝑐)  =  (2, 2, 1), (3, 6, 2), (4, 12, 3), (5, 20, 4), (6, 30, 5), (7, 42, 6), (8, 56, 7), . .. 

 

दसूरी स्थिति  𝑛 =  −2 : सिीकरण 𝑎𝑛  +  𝑏𝑛  =  𝑐𝑛 िें 𝑛 का िाि रखिे पर, प्राप्ि सिीकरण 

को 1
𝑎2⁄  +  1

𝑏2⁄  =   1
𝑐2⁄  के रूप िें मलखा जा सकिा है।  

इसका हल खोजिे से पहले, िुझे ज्यामिनि के सार् इसके सम्बन्ध का पररचय देिा होगा।  

हि जाििे हैं कक ककसी भी त्रिभुज िें, यदद दो भुजाओं के वगों का योग िीसरी भुजा के वगय के 
बराबर हो, िो वह त्रिभुज सिकोण त्रिभुज होिा है। 

केवल भुजाओं के बीच सम्बन्धों पर ववचार करिे के बजाय, लया होगा अगर हि त्रिभुज के अन्य 
ित्वों, जैसे कक इसका िीर्यलम्ब (altitude), इसकी िाक्ध्यका (median) इत्यादद के बीच सम्बन्धों पर 
भी ववचार करें? 

एक त्रिभुज की कल्पिा करें क्जसके दो िीर्यलम्बों के वगों का योग उसके िीसरे िीर्यलम्ब के वगय 
के बराबर हो। भुजाओं a, b, c वाले एक त्रिभुज िें, िािा कक उसके िीर्यलम्ब को ℎ𝑎 , ℎ𝑏 , ℎ𝑐 से 
दिायया गया है (क्जसिें  ℎ𝑎  भुजा a के सम्िुख िीर्य स े a पर लम्ब है और इसी प्रकार 
ℎ𝑏 व ℎ𝑐भी )। अब हि जाििा चाहिे हैं : ककि धिात्िक पूणाांकों a, b, c के मलए सिीकरण 
ℎ𝑎

2 + ℎ𝑏
2 = ℎ𝑐

2 सही होगा ?  

इस सवाल के अर्य को सिझिे के मलए, एक त्रिभुज ABC के क्षेिफल ∆ पर ववचार करें, जहा ँत्रिभुज 
के िीर्यलम्ब और भुजा की लम्बाई पिा होिे पर त्रिभुज के क्षिेफल को िीि िरीके से मलख सकिे हैं :  

∆=
1

2
𝑎ℎ𝑎 =

1

2
𝑏ℎ𝑏 =

1

2
𝑐ℎ𝑐 

इस सम्बन्ध से, हि पािे हैं कक 

ℎ𝑎 =
2∆

𝑎
 , ℎ𝑏 =

2∆

𝑏
   , ℎ𝑐 =

2∆
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यह इस प्रकार है कक 



यदद 
ℎ𝑎

2 + ℎ𝑏
2 = ℎ𝑐

2 

िब 
1

𝑎2 +
1

𝑏2 =
1

𝑐2 होगा। 

दसूरी क्स्र्नि का सिीकरण है। 

इसका अर्य है कक यदद हि एक ऐसा त्रिभुज बिािे िें सक्षि हैं क्जसकी भुजाएँ a, b, c इस प्रकार 
हैं कक 1

𝑎2 +
1

𝑏2 =
1

𝑐2, िो उस त्रिभुज िें भुजाओं a, b पर बि ेिीर्यलम्बों के वगों का योग, c भुजा 
पर बिे िीर्यलम्ब के वगय के बराबर होगा। और इसका ववपरीि भी सत्य होगा। 

यदद ऐसा कोई त्रिभुज िौजूद है, िो िैं इसे 'हारा का त्रिभुज' कहँूगा और िैं ऐसे त्रिक (a, b, c) को 
'हारा का त्रिक' कहँूगा। 

अब हि सिीकरण  

 
1

𝑎2 +
1

𝑏2 =
1

𝑐2 ….. (1) 

के मलए धिात्िक पूणाांक हलों की िलाि करिे हैं।  

यह हिें एक पाइर्ागोरस त्रिक (x, y, z) की याद ददलािा है, यािी कक, वह त्रिक जो सम्बन्ध 𝑥2  +

 𝑦2  =  𝑧2 को सन्िुष्ट करिा हो। 

एक सािान्य सम्बन्ध जो इस िरह के त्रिक देिा है, वह है 

𝑥 = 2𝑚, 𝑦 = 𝑚2 − 1, 𝑧 = 𝑚2 + 1. ……(2) 

िो एक त्रिक (a, b, c) सिीकरण (1) को सन्िुष्ट करेगा यदद हि यह सुनिक्श्चि कर सकें  कक 

𝑎: 𝑏: 𝑐 =  
1

2𝑚
:

1

𝑚2−1
:

1

𝑚2+1
 …………..(3) 

यह सुनिक्श्चि करिे का एक सरल िरीका है कक हि इसे (2𝑚) ∙ (𝑚2 − 1) ∙ (𝑚2 + 1)  से गुणा 
करें और a, b, c के  निम्िमलखखि िाि लें :  

𝑎 = (𝑚2 − 1) ∙ (𝑚2 + 1), 𝑏 = 2𝑚(𝑚2 + 1), 𝑐 = 2𝑚(𝑚2 − 1)  ……..(4) 

हि देखिे हैं कक ककसी भी पूणाांक 𝑚 >  1 , के मलए  इस प्रकार पररभावर्ि पूणाांक a, b, c; जहा ँ
𝑎 = (𝑚2 − 1) ∙ (𝑚2 + 1), 𝑏 = 2𝑚(𝑚2 + 1), 𝑐 = 2𝑚(𝑚2 − 1) हो, निम्ि सिीकरण को सन्िुष्ट 
करिे हैं : 

1

𝑎2
+

1

𝑏2
=

1

𝑐2
 



 

इसका अर्य है कक ककसी भी 𝑚 >  1 के मलए त्रिभुज, क्जसकी भुजाएँ 2𝑚(𝑚2 + 1), (𝑚2 −

1)(𝑚2 + 1)  और 2𝑚(𝑚2 − 1)  हैं, यह गुणधिय होगा कक उसके दो िीर्यलम्बों के वगों का योग, 
िीसरे िीर्यलम्ब के वगय के बराबर होगा। 

उपरोलि सूि से प्राप्ि कुछ हारा त्रिक की सूची इस प्रकार है : 
𝑚 𝑎 = (𝑚2 − 1) ∙ (𝑚2 +

1)   
𝑏 = 2𝑚(𝑚2 +
1)   

𝑐 = 2𝑚(𝑚2 − 1) 

2 15 20 12 

3 80 60 48 

4 255 136 120 

5 624 260 240 

6 1295 444 420 

7 2400 700 672 

8 4095 1040 1008 

9 6560 1476 1440 

10 9999 2020 1980 

 

यदद हि a, b, c  के िहत्ति सिापवियक (Gretest t Common Devisor) को a, b, c से ववभाक्जि 
करिे हैं, (इससे प्राप्ि त्रिभुज िूल त्रिभुज के सिरूप होगा, और इसिें भी िूल त्रिभुज के सिाि 
ज्यामििीय गुणधिय होंगे) िो हि निम्िमलखखि त्रिक a’, b’, c’  और प्राप्ि करिे हैं।  
 

m a’ b’ c’ 

2 15 20 12 

3 20 15 12 

4 255 136 120 

5 156 65 60 

6 1295 444 420 

7 600 175 168 

8 4095 1040 1008 

9 1640 369 360 



10 9999 2020 1980 

 

समापन/अस्तिम टिप्पणी : उपरोलि पड़िाल हिारे िि िें इससे सम्बक्न्धि कई अन्य सवाल 
उठािी है। उदाहरण के मलए, िीर्यलम्ब के बजाय, हि देख सकिे हैं कक लया होगा यदद हि यही 
ििें िाक्ध्यकाओं या कोण सिद्ववभाजक पर लागू करिे हैं, इत्यादद। 

हरगोपाल आर आन्र प्रदेि के कुरिूल के एक िगरपामलका स्कूल िें उत्साही गखणि मिक्षक हैं। 
उन्हें संख्याओं के गुणधिों की पड़िाल बेहद पसन्द है और वे दृढ़िा से िाििे हैं कक यदद हि 
बच्चों िें पड़िाल करिे की क्षििा ववकमसि करिे िें सक्षि हैं, िो ववद्यार्ी चित्कार कर सकिे 
हैं। व े `राइक्जं़ग अ िैरे्िेदटमियि फाउण्डेिि' (गखणि के प्रचार के मलए एक लाभ-निरपेक्ष 
संगठि) के संकाय सदस्य भी हैं और मिक्षक-प्रमिक्षण काययक्रि करिे हैं। उिसे 
rharagopal@gmail.com पर सम्पकय  ककया जा सकिा है। 

 

अनुवाद : प्रिोद िैधर्ल  

पुनरीक्षण : अिोक प्रसाद 

कॉपी-एडीटिगं : कवविा निवारी 
सम्पादन : राजेि उत्साही    
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